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We introduce the ‘edges-paths hypergraph of a tree’ and study relations of this notion with 
graphic geometries, chordable graphs. As particular case, we give a simple characterization of 
intervals hypergraphs. 
1. Dahition 
Soit un hypergraphe H = (S, &) oii d t= (Ai 1 i E I) est une famille de parties de 
S. On dit que H est un hypergraphe de chaines d’ar&es d’un arbre s’il est 
isomorphe B une famihe de chaines d’ar&es d’un arbre (de la theorie des 
graphes), ou par chaine d’ar$tes on entend ici l’ensemble des a&es d’une chaine 
de I’arbre consider& Autrement dit H est un hypergraphe de chaines d’aretes 
d’un arbre, on dira souvent plus simplement hypergraphe de chaines, s’il existe un 
arbre T et une bijection de l’ensemble S de sommets de H sur l’ensemble des 
a&es de T, telle que l’image de chaque arete Ai de H soit l’ensemble des a&es 
d’une chaine de T. 
Exempks. (1) Tout graphe est hypergraphe de chaines d’ar&es d’un arbre, 
comme il est facile de le voir en considerant comme arbre associe une ‘Ctoile’, 
constituee d’aretes incidentes 5 un unique sommet. 
(2) Les deux hypergraphes de la Fig. 1 ne sont pas hypergraphes de chaines 
d’a&es d’un arbre, pour des raisons qui apparaitront clairement plus loin. 
Cas particulier. Lorsque l’hypergraphe H est isomorphe B une famille de 
cha”ines d’aretes d’une cha”ine, c’est-a-dire lorsque l’arbre 7’ introduit dans Ja 
definition est une chaine, H est un hypergraphe d’intemalles. En effet dans ce cas 
W est isomorphe B une famille d’intervalles d’un ensemble totalement ordonne. 
Remarque. La notion que nous introduisons ici d’hypergraphe de chaines d’ar&es 
est a distinguer de celle d’hypergraphe de chaines de somm.ets d’un arbre, deja 
consideree par plusieurs auteurs, dans laquelle ce sont des ensembles de sommets 
de chaines qui sont consider&. Ces hypergraphes, contrairement B ceux 
consider& ici, verifient la proprie’tt! de Helly : Si des a&es ont deux ii dew une 
intersection non vide kus intersection commune n’est pas vide. C’est la une 
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difference importante entre les deux notions. Cependant ces deux notiorns 
coincident dans le cas ou l’arbre est une chaine, c’est-a-dire dans le cas des 
Itypergruphes d’interwl/es. Nous reviendrons sur ce point. 
On peut donner des proprietes remarquables des hypergraphes de chaines 
d’aretes d’un arbre, mais leur caracterisation combinatoire n’est pas un probleme 
simple, ce qui d’ailleurs se comprend du fait de leur rapport 6troit avec les 
matroides graphiques, rapport que nous allons maintenant expliciter. 
Tous les hypergraphes consideres ont finis. 
2. Caractbtition par les matddes graphiques 
Etant 
associi B I‘hypergraphe ZZ, 
definf sur’l’ensemble S + I par la famille de parties (Ai U(i) 1 i E I) prise comme 
systeme fondamental de circuits associe ;i la base S. Plus explicitement ce 
matroi’de est defini de la man&e suivante: dans le groupe des parties de 
l’ensemble S +I, groupe pour la difference symetrique des parties, les parties 
A, U {i) oii i E Z engendrent un sous-groupe dont les elements minimaux, pour la 
relation d’inclusion tians S + Z, sont les circuits d*un matroi’de binaire. L‘ensemble 
5 w une base, comme ensemble maxima! ne contenant aucun circuit et 
evidetnment les ensembles Ai U(i) sont alors le% circuits fondamentaux associes 21 
cette base. 
Thiiorkme 1. Urt hypergraphe est hypevgraphe 62 chaines d’ar2tes d’un arbre si et 
seufement si son matroi’de bin&e associi est graphique. 
Soit H = IS, &I un hypcrgraphe t A4 son matro’ide binaire associe. Supposons 
que f-f soit hypergraphe de chaines , et, conformtiment a la definition. soient T un 
arbre et cp une bijection de S sur l’ensemble des a&es de T telle que pour tout 
i E Z. &A,) soit l’ensemble des a&es d’une chaine de T. Pour chacune des 
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chaines cp(Ai) de 7’ adjoignons a 7’ une nouvelle a&e notee e joignant les deux 
extremites de g(Ai). On obtient ainsi un graphe G, dont 7’ est un arbre maximal. 
Alors le matro’ide associe 2 G. est isomorphe au matrotide M associe a H par la 
bijection g prolong&e sur l en posant <p(i) = e, pour tout i G I. Ce point est facile & 
vtkifier en considerant les systemes fondamentaux de ces deux matroides associes 
B leurs bases respectives S et T (rappelons qu’un matro’ide binaire est bien defini 
par un systbme fondamental de circuits associe 5 une base). Ainsi le matro’ide A4 
lest graphique et la condition nkcessaire du thkorbme dCmontr6e. Inversemwt 
supposons que le matroide M soit graphique, isomorphe au matro’ide des circuits 
associks B un graphe G, et notons # la bijection de S+I sur l’ensemble des 
a&es de G definissant cet isomorphisme. L’ensemble S &ant une base de M, 
I’ensemble 3/(S) d’ar&es de G engendre un arbre (maximal) T de G; en outre 
pour tout i E I, $(Ai U (i}) est I”ensemble des a&es d’un cycle Wmentaire de G, 
comme circuit du matroi’de assock? 21 G, et done +(A,) est l’ensemble des a&es 
d’une chaine de 7’. Ainsi la restriction de $ g S definit fl comme hypergraphe de 
chaines de I’arbre T, ce qui montre la condition suffisante et acheve la 
demonstration du thkoreme. 
3. Applicatioo ii me pmpri&6 de s6paration des hypergraphes de chaines 
Le Theo&me 1 precedent permet de deduire des propri&Cs des matrojdes 
graphiques des propriCtt% des hypergraphes de chaines. Cela est surtout 
intkressant si la propriete de matro’ide consideke s’interprete simplement dans 
I’hypergraphe, ce qui n’est pas toujours le cas. Nous allons en considerer un 
exemple, particulierement interessant puisqu’il conduit a une caracterisation des 
hypergraphes d’intervalles, caracterisation obtenue par application de celles des 
matroi’des graphiques, contenue dans [-?I, qui repose sur UIX proprietk de 
separation entre cocircuits: Un matroide M SW E est graphique si et seulement si
&ant don& tmis cocircuits CT, Cs, CT, distincts et d’intersection on vide il en 
existe un qui s&are les deux autres, c’est-i-dire si c’est par exemple Ct qui &pare 
Cz et C’s, I’ensemble (Cz U C$)\CT recontre au mains deux compsantes con- 
nexes distinctes du sous-matroi’de M(E \ CT) de M sur E \ Cl. 
Soient H = (S, 94) oh SQ = (Ai 1 i E Z), un hypergraphe et M le matroi’de binaire 
associe sur E = S + I. Nous allons appliquer B M la propriete precedente mais 
seulement aux cocircuits fondamentaux, associes 2 la cobase E\ S = Z de M et en 
ne mettant en jeu dans la propriete de separation yue des circuits fondamentaux 
associes B la base S, ce qui pernnettra une interpretation simple de la propriete 
dans l’hypergraphe H (En contre-partie la pxoprietk obtenue ne sera pas 
caracteristique des hypergraphes de chakes). Etant don& s E S notons C*(S) le 
cocircuit fondamental associe a la cobase E\ S de M, defini par s E C”(S) c 
(E \ S) U {s}, et, etant don& i E Z notons C(i) le circuit fondamental associ6 5 fa 
base S de M, defini par i E C(i) c S U {i). On appelllera S-cocircuits et S-circuits 
respectivement ees circuits et cocireuits fondamenta~. Pour la suite ii1 importe de 
signaler ici Ja remarquabfe propriM de rk5procit6+ dans un matroi‘de entre traces 
respwtivement sur babe et eohase de cocircuits et circuits fondamentaux 
(reciprocite analogue B la reciprocite polaire en @6om&rie), et qui s’exprime ici: 
Les C*(s) oit s dicrit C(i)\(i) pour un i don& sunt ies S-cocircuits ~ntenant i, 
et les C(i) oii i d&it C*(s)\(s) pour un s donnk sont les S-circuits contenant s, 
Soient troi’s S-cocircuits C*(sr), C*(s2f, C”QF~) contenant un m&me 616ment 
i. E Z, ce qui suppose done que st, s2, s3 E C(i,)\(@ = A,, Supposons que W est un 
hypergraphe de chaines. AJors M est un matroide graphique et l’un de ces trois 
cocircuits, soit C”(s&, &pare les deux autres, c’est-&die l’ensemble (C*(s,) U 
C*(S~~~\~“*(S,) rencontre au moins deux composantes eonnexes du sous- 
matricide M, = M(E\ C*(s& Cela ~mp~ique ici que tes ensembles C”(s,)\C”(s,) 
et C*(s,) \ C*(sl) sont respectiveme~~t inclus dans des composantes distinctes du 
sous-matrc<ide M,. XJ n’existe pas alots de chaine de circuits de Mr joignant s2 et 
st (suite de circuits dont deux consitcutifs ont une intersection non vide, Je 
premier contenant s2 Je dernier s& En ~~rtic~llier il n’existe pas de telles chaines 
constitwks de S-circuits ne contenant pas st (ce sont des circuits de M,). Ce qui 
sienifk yu’il n’existe pas darts I’hypergraphe Z-Z de chaines joignant les sommets s2 
ct s3 et wnstitukes d’a&es ne contenant pas s,. 
@FeJ;i conduit 2 poser Ja d6finition suivante: 
D&r&n. Etant donne trois sommets sr, s2 et s3 de l’hypergraphe Z-Z on dit que 
sI &are s2 et s3 s’il n’cxiste pas de chainc de N joignant sz et s3 dont aucune 
;ir&o ne ~~~r~tien~ sl. 
On a done: Dans un hy~rgraph~ de cha!nes &ant donne trois sommets 
rrppartenant :I une m&ne a&e il en existe un qui s&pare les deux autres. 
C’ette proprikt6, fvidemmcnt n&essaire, et qui r&wJte de l’applica~ion p~~~elle 
tf’tw caract6risatiorm des matroi’des$ gmphiques, nest pas sufkante: l’hypergraphe 
de la Fig. J(b) en fournit un contre-exemple. Par contre, elle conduit B une 
proprikte ~ar~~t~risti~Jue des h~ergraphes d‘intervalles. 
4. Gas des hypergraphes d’intervalles d’intervstim, camt~r~tio~ 
Etant dorm6 un hypergraphe W = (S, Sp), orit & = (Ai 1 i E I), nous allons 
wnsiderer I’hypergraphe fi 1= (S, 3) oti d = t Ai 1 i E Z U(0)). & = Ai si i E Z et 
-;i, = S si i 10 (06 f). 
La d~~~o~~stration est Gdenttt. 
L”appJication de la condition de skparation pr&%demment rouv6e il I’hyper- 
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graphe H donne la condition du th&&me suivant, do?t on vz momrer qu’elle est 
w&ante. 1 
Th60nha~ 2. Un hypergraphe est hypergraphe d’interualles i et sewlement si &ant 
donni fmis sommets quelconques il en existe un qui &pare les deux autres. 
Soit Z-Z = (S, AI) un hypergraphe v&ifiant la condition. On peut ‘ie supposer 
connexe en raisonnant au besoin s&ar&ment sur chaque composante connexe et 
‘en recollant’ en une chaine unique les chaines obtenues. Dans la suite on aplpelle 
‘union connexe d’arstes’ de hi toute partie de S qui est r&union conncxe #a&es 
de Z-Z, c’est-&-dire de la forme T=: U {Ai 1 i E J} oh J tl. I est tel que le sous- 
hypergraphe (T, (Ai 1 i E J)) est connexe. Posons S = (s,, . . . , s,}. Nous allons 
montrer que pour tout p s n il existe une bijection qQ de S, = (So, . . . , s,) sur 
I’ensemble des a&es d’une chaine Z,,, telle que si l’arste (pp(sj) est entre les a&es 
g,(Si) et q&k) dans Z,, alors si &pare Si et sk dans H. Pour p = 11 cette propriM 
entraine ce qui est B montrer: en esfet l’image par (pn de toute ax&e de MT sera 
nkcessairement une sous-chaine (connexe) de I,.,. Raisonnons par rkurrence sur p_ 
Soient done une chaine Zp, ob p > 2 (pour p ~2 la propriW ti dkmontrer est 
triviale), et une bijection v)~ comme il vient d’itre dkrit. Pour montrer la 
propriM pour p + 1, on va ajouter B Zp une a&e, de faGon B obtenir une chaine 
Z p+l de longueur p + I, et prolonger q+, en associant sp+l B l’ar&e ajoutke, de 
fagon B obtenir une bijection pV+l ayant la propriM voulue; pour que cela soit 
possible, il sera parfois nkessaire de modifier la chaine ZV. On peut supposer que 
les a&es de Zp soient dans l’ordre: ~Js,), . . . , cp,(s,,), si bien qu’on peut identifier 
chaque Si B son image <p,(Si). La chaine Z, est ainsi de la forme 
01, Sl, I% * l * , tp, sp’ ?p+l 3 ) oti les ti sont les sommets. L’hypothkse de rkcurrence 
s’exprime: si 1 < i < j < k 6 p, si &pare si et sk dans H, 11 en rksultc que les 
traces non vides sur .$., des unions connexes d’aretes de H contenant s~+~ sont des 
sous-chaines de ZV et que l’intersection de deux quelconques d’entre elles contient 
au moins un sommet de Zp. Ainsi ces sous-chaines de Zp vkrifient la propri6ti de 
Helly, et leur intersection est kgalement une sous-chaine de I,,, qu’on note 
I,(s,,~), qui est de la forme (h, Si, . . . , tj) oti 1 s i cj s p + 1. 
Cas 1: i = 1 ou j = p + 1. Si par exemple i = 1, la chaine Ip+ I, obtenue de Zp c3n 
adjoutant B l’extr&itk tl une a&e associke ti s~+~, convient (l’ensemble ordonk 
des a&es de Zptl est (s~+~, sl . . . , sp), en identifiant +,+I et l’arete de ip_+l qui lui 
est associ6e). Si j = p + 1, on ajoute une arete B I’extrkmitk tp+ l de la chak Zp. 
Cas 2: i>l et j<p+l. 
(2.1) Si sp+l Gpare si_l et sj (dans II), il existe un indice q, i - 1 s q s j - 1, tel 
que s,,+~ skpare s:, et s~+~. Alors la chaine Z,,+l obtenue en intercalant dans ZV 
entre les a&es s, et sq+l une nouvelle a&e associ6e B sptl, convient (l’ensemble 
ordonn6 des ar&es de ZV+, est (s,, . . . , sq, s~+I, S, ilr. . . , $13. 
’ P. Duchet [I, 21 donne Cgalement, et izd&endamment, des caractkrisations des hypergraphes 
d’intervalles directement 6quivalentcs B celle-ci. 
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(2.2) Supposons que sP + 1 ne separe pas si._ 1 et si, et soient k le plus petit indice, 
lskki-1, teiques,,, ne sipare pas sk et si_ 1 et I le plus grand indice, i e 1 s p, 
tel que s,, , ne sipare pas si et s! Zlors s,, 1 ne sCpare pas sk et ~1. Dans ces 
conditions, d’aprks I’hypothGse sur Z% on a, par exemple, que s( s&are Sk et $,+I 
(l’autre cas, sk sipare sr et s,+ l, est symdtrique). Comme, par dkfinition de 
I,(s,,J. sI ne skpare pas sP+l et les c%ments de I,(s,+,) (OU s,,+~ et si+ dans le 
cas 09 ti = ti), iJ existe un indice (I, k G q < i - 1 (4 < i - 1, dans le cas oh ti = Q) tel 
que sf sipare ss et s,, 1. - en outre, en prenant q le plus grand possible, on a que ~1 
ne &pare pas s4+, et sP+,. Comme sP+l ne s&pare pas s,+l et sf (car k <q + 1 s 0, 
s,, b I &pare done s,, , et sI. It en rksulte. lorsque 1 <p, que +I &pare St et sIel 
(car sp+ 1 skparant sI et s , + ,, par dkfinition de 1, appartient & toute chaine reliant sf 
et sf, J. 
(2.2. I) Si 4 = i - 1. la chaine Z; obtenrle de ZP en ramenant les a&es 
S,,Q.. r intercalkes. dans i’ordre inverse, entre s, et s,, 1 vkrifie encore ..,. 1 
I’hypothkse de rkurrence, d’aprks le lemme qui Ccr3 -4 suite B cette demonstration. 
( 1 ,‘cnscmbie ordonnk des a&es de ZL est (s,. . . . . Sk, . . . , Si--ly ~1, SI_.~, . . . , 
Sfq S, 19 0 . * 9 &Cl* S,9 SI, 1, . . . , So,).) Recommencant ie raisonnement avec ZL B la 
place de ZI,. on a cette fois nkessairement le cas 1, rksolu plus haut, si I = p. et le 
cas (2.5 ) si I < p (car ie nouveau sous-intervalle ZL is,,+,) est encadre par Si et s~+~, 
qui sent s6park par s,, L ,). 
(2.2.2) Supposons done enfin que q < i - 1, et dans ce dernieq cas supposons 
quc la chaine ZP ait 6tk choisie de telle sorte que le nombre I - j + 1 d’&ments 
suivant I,,$ + ,) dans Z*, et non &parks des elements de Z,,(s,,J par s~+~, soit 
minimum. Comme dans ce cas s,+~ ne separe pas sp+l et les 6lCments de I&,+,) 
(puisque s,, , n’c’st pas element de Z&,+ ,)), et du fait que So+, &pare s!,+~ et sI, on 
wit qu’ii existe un indice r, j G t 6 1, ~1 que s,, , &pare s,- , et s,. La chaine ZL 
ohtenue de I,, en ramenant ies a&es s,, . . . . sI intercaikes, dans i’ordre inverse, 
entrc s<, ct s‘, . ,. v&-if-k encore i’hypothkse de recurrence, d’aprks le lemme qui fait 
witc. (Iknsemhic ordon& des a&es de Zi, est (sl.. . . , Sk, . . . . sa, q, q_+ . . . , s,, 
St,* 1. * a * 9 Siq * - * l Si* . * . l S,-1. SI+l* . m . 9 s,,).) Recommenqant le raisonnement avec ZL 
,i la place de I,, on a soit i’un des c&s pr&dents, deja rkolus, soit de nouveau 
ie present cas (2.2.2), mais avec un nouveau nombre d’Uments qui suivent dans 
I h la nouveile sous-chafne ZE(sP + ,) et qui sont non slparis des t%ments de Z&+l) 
Y, 7 >r, +1, plus petit (de man&e prkise, on x s-j < 1 -j + 1). Ce qui contredit 
I’hypcAkse faite sur ce nombre. et achcve la dtirnonstration. 
lx rksuitat auxiiiairc suivant donne des condikns dans iesquelles il est possible 
de modifier ie classement des &?ments, tout en conservant la propriM considkrke 
dans la demonstration pr&dente, assurant que tout a&e est une chaine. 
Lemme. Soit H I= (S. cl;zp) WI hyprgnzphe. Supposoru que p somntets de H soient 
classes duns un ordre s,, . . . , s,, de telle sort@ qu ‘on ait la propi&? 
(i) Si si est entrt? Si i?t sk, dorS Si St!pm? Si et Sk dons H. !hpposons qu’il e&e trois 
Nypergraphs de &a&es d’ar&es d’un adwe 35 
indices q,r et 4, laqtr<lsn, te4s que 
(1) sq+1 s6pare s, et s,, 1, 
sdpaw sq et s, + l, et, si 4 < n, 
(3) &pare 
Alots 4e nouueaw classement suitmt de ces m&ms klhnents ukrifie encore (i): 
s1 , 9 l l 3 sq, 4% q-1, . l l 9 s+1, sq+t, . l l 1 sr, &+1, . . . ) SP 
(Ce classement se deduit de celui don& en ramenant les elements s~+~, . . . , sI 
intercal&, dans I’ordre inverse, entre So et s,, 1.) 
La demonstration se fait sans difficult& par un examen exhaustif des cas pouvant 
se presenter, en appliquant le principe t&s simple suivant: Soient dans I’ordre des 
elements Si’, Si, Sj, Sip9 Sk’, Sk, si Sk &pare Si et Sj, ah% Sk’, s&we Sip et Sp 
5. Applkatioa des hypergraphes de chabs aux graph- de cordes 
La notion de graphe de cordes quc nous avons introduite par ailleurs [5] (pour 
une caracthisation, voir [4]), se trouve reliee B celle d’hypergraphe de chaines 
d‘ar5tes d’un arbre. 
Un graphe de cordes est un graphe dont les sommets peuvcnt etre mis en 
correspondance bijective avec Ces cordes d’un cercle, sans extremites communes, 
de telle sorte Ic;ue les a&es du graphe correspondent aux paires de cordes se 
coupant. (Par exemple le graphe de la Fig. 2.) 
Soit un graphe bipartite G = (B, 43’; I’), oti r est une application de W dans 
9(W) qui ZI tout sommet associe l’ensemble de ses voisins. Notons M le matro’ide 
binaire sur B U B’ defini par le systi=m, . p Fondamental de circuits (r-‘(y) U (y) \ y E 
B’) associe 5 l’ensemble B pris comme base. 
Proposition I (de Fraysseix [6]). Le graphe bipartite G est de codes si et seulement 
si 4e ma.troi’de M est planaire. 
2 
s 4 
Fig. 2. 
RappeXons qu’un matroide M est p’lanaire s’il est le matroide des circuits d’un 
graphe planaire et que pour cela i’d faut et il suEit que ce matroide et son 
orthogonal soient graphiques, ainsi qu’il est bien connu. Or on observe que ie 
matroi’de consid$rk M est aussi le matroi’de binaire associe B l’hypergraphe 
H = (B, (r” ‘( y ) 1 y E B’)) et son dual MI est celui associt3 B l’h~er~aphe dual, 
H* = (B’, (r(x) 1 x E B)) (assock suivant la d&nition cS3ann6e a la Section 2). De la 
Proposition 1, et du Th&orkme 1, r&ulte alors la proposition suivante. 
Autrement dit, un graphe bipartite est de cordes si et seulement s’il repr~sente 
doubiement une relation d’incidence de chaines d’un arbre avec les a&es de cet 
arbre, 
11 serait Wressant d’ttendre cette caractkrisation purement ‘graphique’ des 
graphes bipart ites de cordes aux graphes de cordes g&k!raux. 
~e~er~~en~ 
Nous wmercions 
premiere version de 
P. Duchet qui I~OUS a signal& une insuffisanc;e dans une 
la demonstration du Thkorkme 2. 
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